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Resumen

Se presenta un sistema de tipos extendidos que permite garantizar la terminacién de
un conjunto no trivial de programas que contemplan definiciones de funcién por casos,
aplicaciones, variables y estructuras de datos.

La consistencia seméantica del sistema :¢ garantiza por medio de un teorema que
afirma que si la decoracién del tipo de una expresién es la de terminacién entonces
existe una cota superior para el nimero de pasos de evaluacién que reducen la expresién

a su forma normal.

1 Introduccion

Como es bien conocido, el problema de terminacion de programas, en el caso general, es

indecidible [Cut80]. De aqui que cualquier intento de abordarlo necesariamente debe partir
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del supuesto de que solamente se podra resolver parcialmente el mismo.

En este trabajo abordaremos el problema de terminacién de programas no recursivos
con estructuras de datos considerando un lenguaje de expresiones que es un subconjunto no
trivial del lenguaje ML [MTH90, W+90].

Los programas no recursivos con tipos terminan. Sin embargo, agregando estructuras de
datos se pierde la terminacién en general como se muestra en el siguiente programa CAMUL:

type t=T of t —1;;

let apply =fun (T f) —fun o« — [ a;;
let A=T(fun z — apply = z);;

apply A As;

Se puede verificar (por ejemplo aplicando la semantica propuesta en la seccién 2.7) que
luego de varios pasos de reduccién, la‘ expresion apply A A se evalia en si misma. Este
ejemplo muestra que, en general, los programas no recursivos no pueden ser optimizados a
tiempo de compilacién llevdndolos a forma normal.

El objetivo del presente trabajo es disefiar un sistema de inferencia de que permita de-
terminar estaticamente si un programa no recursivo con estructuras de datos efectivamente
terminara al ser ejecutado con cualquier dato de entrada vélido para su especificacién.

El método empleado estd fundamentado en los sistemas de inferencia de tipos propuesto
por Hindley [Hin69] y por Milner [Mil78, Dain85] y més concretamente, en los sistemas de
tipos extendidos de Guzman y Sudrez [GS94b]. En particular, definimos un sistema de tipos
extendidos que decora los tipos de los programas con informacién acerca de su terminacién.
Se demuestra que todo programa cuyo tipo esté decorado con una etiqueta que indique la

propiedad de terminacion efectivamente termina.
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Antecedentes

Los sistemas de tipos han sido utilizados desde los afios 40 para demostrar propiedades de
programas. Por ejemplo, en el Célculo Lambda de Church [Chu41] se usaban para restringir
el conjunto de frases que correspondian a calculos que terminan. Més recientemente, se han
utilizado en lenguajes como Algol y Pascal para que el programador muestre explicitamente
la coherencia entre sus procedimientos y sus datos, sin atacar el problema de terminacion.

Normalmente, los sistemas de tipos se utilizan para demostrar propiedades de correccién
en los programas, y tienen como caracteristica la de estar subyacentes a éstos, de manera
que el programador no est4 obligado a hacer é| mismo el célculo de tipos sino que esta tarea
es dejada a los compiladores.

Lucassen y Gifford [LG88] han utilizado el algoritmo de reconstruccién de tipos de
Hindley-Milner como soporte para un analisis de propiedades en los lenguajes de progra-
macién. Més recientemente, los sistemas de tipos han sido empleados como herramientas
para la demostracién de otras propiedades de los programas. En particular, los trabajos de
Guzman y Suérez en analisis de vida, mutacién de estados y excepciones [Guz93, GS9%4a).

Estas investigaciones han demostrado la viabilidad de la metodologfa de tipos extendidos
para el anélisis de propiedades de los programas tal como el objetivo planteado en el presente

trabajo.

2 Definiciones sintdcticas y semanticas

2.1 Sintaxis de las expresiones de terminacién

Sea UV un conjunto de etiquetas de terminacién (variables booleanas). La sintaxis del

lenguaje de expresiones de terminacién U estéd dada por las producciones:

Us= b | u | u Aug donde b€ Bool, u€ UV, uj,uz € U.
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En el caso especial cuando la expresién de terminacién sea la constante booleana t (ver-

dadero), se interpretard que el sistema estd indicando que la expresién es de evaluacién finita.

2.2 Sintaxis de las expresiones de tipo

Sean T'C' un conjunto de constantes de tipo y TV un conjunto de identificadores de tipo. La

sintaxis del lenguaje de las expresiones de tipo T' estd dada por las siguientes producciones:

T o= (1., Tm)c* | & | (1 =5 )" | (11 X 72)"

donde 71,...,7Tm €T, m >0, c € TC, u,v € U, a € TV. La decoracién de un tipo es una
etiqueta de terminacién. Las decoraciones de un tipo funcional (1; — 73)" son las etiquetas:
v de terminacién de la aplicacién de la funcién, y u de terminacién de la evaluacién de la
expresiéon a un valor funcional.

La sintaxis de los esquemas de tipo S viene dada por las producciones:
Su= VYay...an.t | 7 donde «y,...,a, €TV, n>1, 7€T.

La relacién de instanciacién Inst(o,7) se cumple cuando 7 se obtiene al sustituir en el
esquema o las variables cuantificadas por tipos cualesquiera. Para los fines del presente

trabajo, solo se usaran esquemas de tipos en las estructuras de datos.

2.3 Sintaxis de los patrones

Sean V un conjunto de identificadores de variables y C' un conjunto de constantes. La sintaxis

del lenguaje de patrones P estd dada por las siguientes producciones:

Pu= c | a | cp) | (pp) donde ceC,zeV, ppi,p€P
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2.4 La relacién =

Dados un ambiente de constantes C, un ambiente de variables I' y un patrén p, definimos la
relacién = de la forma siguiente C,I',p = 7!,I" indicando que en esos ambientes se puede
inferir que el tipo de p es 7, y que por consecuencia del apareamiento se enriquece el ambiente
I' generandose un nuevo ambiente [. Note que la decoracién asociada al tipo 7 es t pues los

patrones no se evalian. Normalmente esta relacién la abreviamos asi C,I',p = 7, T".

2.5 Sintaxis de las expresiones del lenguaje
La sintaxis del lenguaje de expresiones E estd dada por las producciones:
E:u=clz|funp — e "[" - "[" p, — e, | erea ] c(e) | (e1,€2) |if e then e; else e3 | e1+e;

donde ce C, z €V, p; € P, ¢, € E, 1 <1 < n. Notemos que la definicién funcional es por

casos utilizando apareamiento de patrones.

2.6 Conjunto de formas normales

Las formas normales son aquellas expresiones del lenguaje que no admiten reduccidn, es decir,
que no se evaluan v.g. los valores o ERROR. Sintacticamente, el conjunto F'N de formas

normales esta determinado por las siguientes producciones:
FN:u= clz|fun pr — e "[" -+ ¥ pp—en|c(v) ]| (vi,v2) | ERROR

dondece C, z €V, p;€P, e,€ E, 1<i<n, v,u,v€ FN.

Note el lector que hemos incluido el caso de ERROR por razones de completitud. Sin
embargo, este caso serd ignorado en lo que resta del trabajo, pues su tratamiento se harfa por
otra via (tipos extendidos para excepciones [GS94a]). Ademés, para nuestros fines, es irrele-
vante ya que si una expresién se evalia a ERROR, trivialmente podemos afirmar que ella

termina. Por lo tanto, sélo consideraremos las expresiones que nunca se reducen a ERROR.
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2.7 Semaéantica por reescritura

A continuacién presentaremos las reglas de evaluacién de las diferentes construcciones que
forman nuestro lenguaje de expresiones. <En estas reglas, v, vy y v, denotan formas normales.

Note el lector que las constantes y las variables no se evaldan y que las definiciones
funcionales no se evalian hasta que su argumento sea un valor. Los casos restantes se
encuentran en la figura 1. En cualquiera otra situacién, si la expresién e no estd en forma
normal y ninguna de las reglas se aplica, e — ERROR. Un ejemplo de ésto se presentaria
cuando en una aplicacion e; no se evaluard a una funcién.

En la regla AP P;, la expresion e[z « vs] denota el resultado de la sustitucién en e de las
ocurrencias libres de la variable @ por el valor denotado por vy. En la regla S{7Ms, v denota

al valor resultado al efectuar la operacién aritmética con los valores denotados por vy y vs.

! !
e — e €y — € .
————,1 APP; ——2, APP, (fun @ — e)vy — €[« vy] APP;
€1€2 — €1€3 V1€2 — V1€
I ! !
€ — € e — € . €y — € .
————~J~—,~ CEX, 1, PEX, 2 —~ PEX,
cler) — cfeq) (e1,€2) — (€], €a) (v1,€9) — (v1,€h)
€1 — €} I
: - 1
if €; then e; else e — if ¢} then e, else ¢;3
if true then e; else e3 — e, IFy,  if false then e; else es — e5 [F;
! !
€1 — € €y — € , -
,1 1 2 - SUM, v+ vy — v SUM;
e1+e — e+ e vit+ e — vt e

Figura 1: Seméntica Operacional del Lenguaje

En la seccidn 4 se presenta el esquema de la prueba de consistencia semantica del sistema

de tipos extendidos con respecto a la seméntica propuesta.
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3 Tipos extendidos con terminacién

A continuacién presentamos en las figuras 2 y 3 las reglas de inferencia del sistema de tipos

extendidos con informacién de terminacion.

T(z)=71 Clc)=0 Inst(o, )
T CTE

C,FI_CL‘:TtVAR C,'ke: Tt
C»PvPi:>7'17Pi C,Fikei: T (z:l,,n)

Ao ANun
C,Fl—funpl—>e1 |--~[pn—>en: (Tli—‘—*T)t

FUN

C,Fl"ell(Tli>T)u C,Pl_621
C,T'F ejey: TenrvAw

"L ApP

Cle)=0 Inst(o,n —71) CTFe:
C,TFc(e):

L 0EX

C., ke :bools CThey:12 CThFey:
C,I'F if e; then e, else e3 : 7w Av2 v

IF

Cl'kFe:mt CThFep:ty

PEX
C,T'F (e1, €2) : (11 X Tg)ur?

C,T'ke: num* C,T'F ey: num?
C,'F e + ey : numuhv

SUM

Figura 2: Reglas para las Expresiones

VAR Sien el ambiente de variables, un identificador tiene asociado un tipo, entonces pode-
mos concluir que el identificador tiene ese tipo, y que la evaluacién de una variable.

siempre termina pues una variable ya denota un valor.

CTE Sien el ambiente de constantes c tiene tipo 7, entonces podemos inferir que el tipo de
esa constante tiene decoracion t¢. Es decir, la evaluacién de las constantes termina en

tiempo constante.
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FUN

APP

CEX

PEX

IF

SUM

PCT

PV A

Esta regla de inferencia se usa para la definicién de funciones por casos utilizando
apareamiento de patrones. Note que la etiqueta de terminacién asociada al tipo fun-
cional resultante es la conjuncién de las etiquetas de terminacién asociadas a las

expresiones en cada caso de la funcidn.

En la regla para la aplicacién, la terminacién viene dada por la conjuncién de la
terminacién de la evaluacién del valor funcional (u), la terminacién de la evaluacién
del argumento de la funcién (v), y la terminacién de la aplicacion del valor funcional

al argumento evaluado (w).

La terminacién de un constructor aplicado a una expresién depende uinicamente de la

terminacion de la expresién.

La terminacién de un par de expresiones estd determinada por la conjuncién de la

terminacién de cada expresion.

Podemos asegurar la terminacién de la construccién condicional si se garantiza la
terminacién de la expresién booleana d= seleccién, y la terminacion de las expresiones
asociadas con cada alternativa. Como se trata de un analisis estatico, sélo se considera

que terminan aquellos programas en los que las tres subexpresiones terminen.

La terminacién de una operacién aritmética depende unicamente de la terminacién de

las expresiones operandos.

Para los patrones constantes, el tipo se obtiene por instanciacién del esquema que

tenga asociado en el ambiente de constantes. El ambiente de variables no se altera.

En el caso del patrén variable, al identificador se le asocia un tipo. Este se hard mas
preciso después por unificacién [Rob65). El ambiente de variables se enriquece con la

asociacién de tipo que se le ha hecho a! identificador.
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Cle)=0 Instlo,n—71) CTlp=m,I

Cle)=0c Inst(o, 1)
PCT CPA
C.l'ye=r1,T C,Tye(p) =, I
r ‘ r
¢.T.e=rT+{z:7} PVA Clhm=ml Glup =l ppy

Carv(plv p?) = (Tl X TZ)7 F?

Figura 3: Reglas para los patrones

CPA En la regla del constructor aplicado a un patrdn, el patrén enriquece al ambiente de

variables y el tipo funcional del constructor debe ser consistente con el tipo del patrén.

PPA En la regla del par de patrones, el primer patrén enriquece al ambiente de variables,

y este ambiente enriquecido se vuelve a enriquecer por el segundo patrén.

Ejemplo

Consideremos la deduccién de tipo para la funcién (TWICE) Ag.A\z.¢(g z).

C,li,e=7,(Dy =) + {=: T}PVA @

U PVA m FUN
C,@,g = Tla(Fl :){g T = (T — T)t} C,Fl Ffun ¢ — g(g:ﬂ) : (T N T)t
FUN
COFfung —funz —g(ga): ((r = 7) =5 (1 =5 7))
donde la derivacién o es:
FZ(g) -0 VAR FZ(m) -7 VAR
o) =m C.lybg: (r—=1)t C.lybx: 7t
v VAR APP
Clabg:(r—1) C,IlyFga:
APP

C.,IyFg(ge):
Como se ve en la deduccién, la terminacién de TWICE va a depender de la etiqueta u

que indica la terminacién de la evaluacién del valor funcional asociado a g cuando se aplica

a su argumento.

El siguiente teorema garantiza la consistencia seméantica del sistema propuesto.
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4 Teorema de consistencia semantica

Si para una expresion no recursiva e se puede deducir un tipo extendido con decoracion t,

entonces existe un n tal que la expresion se reduce a forma normal en n pasos de evaluacion:

PFe: = 3nle-"v Ave€EFN]

Esquema de la demostracién. Hemos dicho que cuando la etiqueta del tipo de una ex-
presién es t queremos indicar que la expresién es de evaluacién finita. Esto nos conduce a
pensar que la etiqueta de terminacién ¢ estd asociada a un nimero maximo n de pasos de
reduccién de forma tal que si la expresion se somete a n pasos de evaluacién se garantiza que
ella queda reducida a su forma normal. Por lo tanto, se puede especificar un sistema de tipos
extendidos con cota superior de pasos de reduccién de manera tal que el tipo de una expresién
tendré etiqueta n si a lo sumo en n pasos de evaluacién la expresién queda reducida a forma
normal. La demostracién del teorema se realiza en tres etapas: (1) probar la equivalencia
entre ambos sistemas; (2) demostrar que en el sistema de tipos extendidos con cota superior
de pasos de reduccién los tipos se preservan durante la evaluacién; y (3) demostrar que la
propiedad 0 F e : 7™ implica que el nimero de pasos de evalucién de la expresién e es a lo

sumo n. Los detalles completos de la demostracién se encuentran en [Sal95].

5 Conclusiones

Hemos presentado un mecanismo simple y poderoso a través del cual se puede determinar es-
taticamente, para una clase no trivial de programas, si la ejecucién de un programa terminara.

El enfoque utilizado consiste en extender el sistema de tipos de Hindley-Milner decorando
los tipos con informacién acerca de la terminacién de los programas. Esto permite una

integracién natural de la extensién a los lenguajes de la familia ML [MTH90, W+90], por
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ejeﬁlplo HASKELL [HW90]. En efecto, la extensién del sistema de tipos propuesta en este
trabajo se puede incorporar a la fase de sintesis de tipos de los procesadores de esos lenguajes,
y de esta manera se podria ofrecer al programador informacién importante adicional acerca
del comportamiento de sus programas.

El utilizar los tipos como transportes de informacién sobre la terminacién de los programas
es una aplicacién genuina y original de la metodologia general de tipos extendidos. Por ésto,
el presente trabajo se puede considerar como un aporte a dicha teorfa.

A nivel prictico, a pesar de la indecidibilidad del caso general, la incorporacién de un
sistema de estas caracteristicas en los lenguajes de programacién funcional contribuirfa signi-
ficativamente a aumentar la confiablidad de los programas: en muchos casos, se podr4 tener

certeza de inexistencia de errores causados por problemas de terminacién.
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